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ции,	 которой	 служит	 правая	 часть	 уравнения	 колебаний	 струны.	 В	 работе	 доказывается,	 что	 
в	этом	случае	специальный	интеграл	от	этой	правой	части	также	является	дважды	непрерывно	
дифференцируемой	 функцией	 и	 классическим	 решением	 этого	 уравнения.	 В	 случае	 дважды	 
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непрерывной дифференцируемости специального интеграла его можно найти методом Дюамеля [1]. 
Доказанное утверждение может быть использовано для выявления необходимых условий суще-
ствования классических решений различных смешанных задач для уравнения колебаний стру-
ны [2–4]. 
Формулировка и доказательство утверждения. Обозначим символом ( )kC Ω  множество 
k раз непрерывно дифференцируемых функций на множестве Ω. Справедливо
У т в е р ж д е н и е. Если 2 ( )u C G∞∈  – некоторое классическое решение уравнения
 
2( , ) ( , ) ( ) 0,{ } [0, [ [0, [,tt xxu x t a u x t = f x,t , a x,t G∞∂ − ∂ > ∈ = ∞ × ∞  (1)














= t t∈∫ ∫ .
До к а з а т е л ь с т в о.  Пусть u – классическое решение уравнения (1). Тогда из 2 ( )u C G∞∈  сле-
дует, что правая часть 2( , ) ( , ) ( )tt xxf u x t a u x t C G∞= ∂ − ∂ ∈  и функция 
1( )F C G∞∈  является лишь 
обобщенным решением уравнения (1). Под таким обобщенным решением уравнения (1) понима-
ем функцию 1( )F C G∞∈ , которая удовлетворяет уравнению 
 0 0 0 0
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )t x t xa F x t a x t dxdt = f x,t x t dxdt,
∞∞ ∞∞
∂ + ∂ ∂ − ∂ ϕ − ϕ∫ ∫ ∫ ∫  (2)
для любой функции 10 ( )C G∞ϕ∈ , имеющей компактный носитель в G∞ и 0, [0, [,x t=+∞ϕ = ∈ ∞  
0, [0, [t x=+∞ϕ = ∈ ∞ . Любую точку 0 0( , )x t G∞∈  можно поместить внутрь трапеции 
{ }0 0 0 0 0 0 0( , ) : 0 ( 1) ,0 , 0G x t x at M x at a t T t= ≤ + ≤ = + + + e ≤ ≤ = + e e > . Всегда существует такая 
последовательность функций 1 0( , ) ( )nf x t C G∈ , которая сходится при n → ∞ к функции 0( , ) ( )f x t C G∈  
равномерно на компактном множестве G0. Для исходных данных 
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0( , ) ( , ) ( ) 0,{ } ,tt n xx n nu x t a u x t = f x,t , a x,t G∂ − ∂ > ∈  (3) 
 0 0 0 0,n t n tt= t= t= t=u = u u = u ,∂ ∂   0 , [0, ],x M at t T≤ ≤ − ∈  (4) 
 0 0 [0, ],x n xx= x=u = u , t T∂ ∂ ∈   1,2,...,n =  (5)
имеет единственные классические решения [4]
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+ ∂ x t x − ∂ x t x + t t∫ ∫ ∫ ∫   
 { }0( , ) , ( , ) , , 0 .x t G G G x t G x at x+ + ∞∈ ∩ = ∈ ≤ ≥  (7) 
В этом легко убедиться непосредственной подстановкой (6) и (7) в (3)–(5), так как соответствую-
щие достаточные требования гладкости и условия согласования на исходные данные второй 
смешанной задачи (3)–(5) очевидно выполняются [4].
Функции 2 0( , ) ( ) ( ) ( )n nv x t = u x,t u x,t C G− ∈ , как разность функций из 
2
0( )C G , являются клас-
сическими решениями второй смешанной задачи
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0( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,{ } ,tt n xx n n nv x t a v x t = f x,t f x,t f x,t , a x,t G∂ − ∂ − = > ∈  (8) 
 0 00, 0n t nt= t=v = v = ,∂   00 , [0, ],x M at t T≤ ≤ − ∈  (9) 
 0 0 [0, ], 1,2,... .x n x=v , t T n∂ = ∈ =  (10)
Для ее решений справедливо энергетическое неравенство (априорная оценка):
   
( )
0
2 2 2 2
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0 0
sup | ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) ( ) | ,
M at
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t T G
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−
≤ ≤
∂ + ∂ + ≤ −∫ ∫ 1,2,...,n =  (11)
где ( ) ( )3 20 16 4 / min (1, )c T T a= + . 
Докажем неравенство (11). Для любого ]0, ]Tt∈  левую часть уравнения (8) умножаем на 2 t nv∂ , 
интегрируем по x и t на множестве {( , ) : [0, ], [0, ]}G x t x M at tt = ∈ − ∈ t  и приходим к равенствам
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∫   (13)
так как в правой части равенства (12) второй и третий интегралы обращаются в нуль в силу од-
нородных начальных условий (9) и граничного условия (10), предпоследний интеграл неотрица-
тельный, а последний интеграл после замены x = M – at в производной / ,x n t n x t nv v t v a∂ = ∂ ∂ = −∂  
равный интегралу
  [ ]2 2
0 0
2 2 ( ) 0,x n t n t nx M at x M at
a v v dt a v dt
t t
= − = −
− ∂ ∂ = ∂ ≥∫ ∫  
также неотрицательный. Теперь правую часть уравнения (8) умножаем на 2 t nv∂ , интегрируем 
по x и t на множестве Gτ и результат оцениваем сверху с помощью неравенства Коши – 
Буняковского, неравенства 2 22 / , 0,ab a b≤ e + e e >  при 1 / (2 )Te = , и элементарных оценок:
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= ∂ +∫ ∫   (14)
Из оценки снизу (13) и неравенства (14) следует неравенство
 0
22 2 2 2
00 0
1
( ) ( ) sup 2 | | .
2
M at M at
t n x n t n n
t t T G
v a v dx v dx T f dxdt
− −
=t ≤ ≤
 ∂ + ∂ ≤ ∂ + ∫ ∫ ∫
  (15)
Правая часть этого неравенства не зависит от τ. Тогда в левой его части возьмем точную верх-
нюю грань по t = τ от 0 до T и в результате получим неравенство
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v x t dx T v x t dx
− −
≤ ≤ ≤ ≤
≤ ∂∫ ∫  (17)
то из неравенств (16) и (17) вытекает неравенство (11).
Из неравенства (11) следует, что последовательность vn при n → ∞ равномерно сходится на 
множестве G0 к нулю и, следовательно, un при n → ∞ равномерно сходится на G0 к u, так как со-
гласно теореме вложения Соболева имеет место непрерывное и плотное вложение пространств 
1
2 ( ) ( )W CΩ ⊂ Ω  для ограниченных множеств Ω⊂¡ . Поэтому в решениях (6), (7) переходим к пре-
делу при n → ∞ и получаем равенства
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+ ∂ ξ τ ξ − ∂ ξ τ ξ +∫ ∫  (19)
соответственно в 0G G− ∩  и 0G G+ ∩ . Из равенств (18) и (19) вытекает, что 2 0( )F C G∈ , так как 
в этих равенствах все остальные слагаемые принадлежат множеству 2 0( )C G  в силу 2 0( )u C G∈ . 
Отсюда, в частности, имеем, что F дважды непрерывно дифференцируемая в каждой точке 
0 0( , )x t G∞∈ .
Заключение. Из доказанного утверждения следует, что функция F(x,t) является классиче-
ским решением уравнения
 
2( , ) ( , ) ( ).tt xxF x t a F x t = f x,t∂ − ∂  (20)
Действительно, интегрируя по частям в левой части равенства (2), получаем равенство
 
2
0 0 0 0
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .tt xxF x t a F x t x t dxdt f x t x t dxdt
∞∞ ∞∞
 ∂ − ∂ ϕ = ϕ ∫ ∫ ∫ ∫  
Так как функция φ произвольная и принадлежит плотному в 2 ( )L G∞  множеству, то из по-
следнего равенства следует, что функция F(x,t) удовлетворяет уравнению (20) и, следовательно, 
является классическим решением уравнения колебаний струны (1).
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